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S crescentes avancgos
tecnologicos tém contribuido
para uma sociedade cada
vez mais conectada,
proporcionando uma melhora na
qualidade de vida nos mais diversos
aspectos: sociais, educacionais, de saude,
de comunicacao, etc. Neste contexto,
surgem, de maneira natural, problemas

sobre conjuntos de objetos que exibem
propriedades que se traduzem em
relacoes binarias entre eles, e nos quais se
objetiva descobrir a existéncia de certas
subestruturas e/ou otimizar alguma
funcao. Para tratar problemas desse tipo,
em especial osde naturezadiscreta, grafos
podem ser as estruturas matematicas
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apropriadas, pois permitem que muitas
técnicas e resultados conhecidos sobre
eles possam ser utilizados.

Grafos sao estruturas definidas por um
par (V,A), nas quais V' é um conjunto de
vertices e A é um conjunto de arestas,
cada uma delas interligando um par
de vértices. Assim, redes sociais, redes
educacionais, redes epidemiologicas,
redes de transporte, mapas geograficos
e relacoes binarias em geral podem ser
representadospor grafos, e varias questoes
de interesse envolvendo esses objetos
podem ser investigadas. Por exemplo,
qual o seu grau de vulnerabilidade quanto
a perda de comunicagao entre pares de
vértices (isto é, se danos a um pequeno
numero de arestas ou vertices pode causar
tal perda), sua estabilidade (numero
maximo de vértices independentes), e seu
diametro (distancia maxima entre pares
de vértices). Essas questoes classicas
tém sido largamente investigadas, sendo
vasta a literatura a respeito. Uma outra
questao € a de determinar se um dado
grafo conexo pode ser particionado em um
certo numero fixo de subgrafos conexos
de tamanhos similares. Essa ultima
questao, que abordaremos aqui, pode ser
de interesse tanto pela sua aplicabilidade
direta em diversas situacoes praticas, mas
também no seguinte contexto mais geral.

Muitos algoritmos para problemas em
grafos podem utilizar o seguinte esquema
recursivo: dado um grafo conexo G,
particionar G em dois subgrafos conexos
de tamanhos similares, resolver os
subproblemas correspondentes  para
esses subgrafos e de suas solucoes obter
uma solugao para o grafo original G. Neste
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contexto, € desejavel que a biparticao
seja tao balanceada quanto possivel,
minimizando assim a profundidade da
recursao. Além disso, no contexto de
processamento distribuido, do ponto
de vista de balanceamento de carga,
partigoes balanceadas sao relevantes.

Problemas de particoes balanceadas
podem ser mais gerais, no sentido que o
grafo de entrada pode ter pesos associados
aos seus vertices, e o balanceamento
deve levar em conta o peso dos subgrafos
conexos da particao. Ao precisar esse
conceito de balanceamento, obtemos
algumas variantes deste problema. A
sequir, focamos em um problema dessa
natureza, que chamamos de Problema
da Particao Conexa Balanceada (PCB),
definido como segue.

Dado um inteiro k > 2, um grafo
conexo G=(VA) com peso nao-
negativo w(v) definido para cada
vértice v € V, encontrar uma k-parti¢ao
(V_LV_2..,V_k) de V tal que G[V_i]
(subgrafo induzido por V_i) seja conexo
para Is 1 <k, e o peso do subgrafo
mais leve seja o maior possivel. Mais
formalmente, queremos encontrar uma
tal particao que maximiza a funcgao
min{w(V_i): i=1,...,.k}, onde w(X) denota
0 peso do conjunto X, definido como a
soma dos pesos dos elementos em X.

A variante do PCB quando k é fixo (nao
faz parte da entrada) € denotada por PCBk.
Em 1983, Camerini, Galbiati e Maffioli [1]
mostraram que PCB2 é NP-dificil, donde se
obtém que PCB e PCBk para k=3 tambem
sao NP-dificeis. Dentre as aplicacoes
do PCBk mencionamos problemas em
processamento de imagens, clustering,



logistica, sistemas operacionais e robotica.

Nosso interesse pelos problemas
PCB e PCBk surgiu no inicio de 2000,
com orientacoes de um doutorado e
um mestrado. Os primeiros estudos
tiveram como foco o desenvolvimento de
algoritmosdeaproximacaoequestoesmais
tedricas sobre limites de aproximabilidade.
Dizemos que um algoritmo para um
problema de maximizagao € uma
r-aproximacao se, para qualquer instancia
desse problema, encontra em tempo
polinomial uma solugao viavel cujo valor é
pelo menos rvezes o valor de uma solugao
Otima para essa instancia. Na década
de 90 ja era conhecido um algoritmo de
3/4-aproximacao, obtido por Chlebikova
[3] para o PCB2, e um algoritmo polinomial
exato para o PCBk devido a Perl e Schach
no caso especial em que o grafo de entrada
é uma arvore. A tese de doutorado de
Salgado(2004) apresentaalgunsresultados
de inaproximabilidade e algoritmos de
aproximacao para grafos k-conexos, k €{3,
4}, e também resultados para o caso em que
as classes devem ter uma certa proporgao
fixa do peso total [6]. Em colaboragao
com Chataigner e Salgado [2] mostramos
que o PCB (em que k faz parte da entrada)
nao pode ser aproximado por uma razao
melhor que 5/6 sobahipotese que PZNP. Em
sua dissertacdo de mestrado, Lucindo [4]
implementou (e disponibilizou para acesso
publico) algoritmos com bom desempenho
empirico baseados na geracao aleatoria
de arvores geradoras, e uso de algoritmos
polinomiails para arvores.

Mais recentemente, investigamos o
PCBk sob o ponto de vista poliedrico.
Nesta abordagem, o conjunto das solugoes
viavels sao pontos no espago de dimensao

[V], e 0 que se busca ¢ a descri¢ao linear --
ainda que parcial -- do poliedro definido
como o fecho convexo desses pontos.
Essa abordagem foi feita com vistas a
implementacao de algoritmos exatos de
branch-and-bound e  branch-and-cut.
Esses estudos, conduzidos em colaboracao
com Miyazawa, Ota e Moura [5], propdoem
formulagoes para o PCBk tanto como
Programa Linear Misto (PLM) e como
Programa Linear Inteiro (PLI).

Consideramos duas formulagcoes como
PLM, ambas baseadas em fluxos em redes,
e com um numero polinomial de variaveis
e restrigoes. A formulagdo como PLI tem
somente variaveis binarias e um numero
potencialmente grande de desigualdades.
Neste ultimo modelo, usamos algoritmos
de separagao polinomiais para resolver
o PL relaxado. Também fortalecemos o
modelo com novas desigualdades validas,
para as quais projetamos algoritmos de
separac¢ao polinomiais.

Essas formulagdoes 1mpoem uma
ordenacao das classes da particao, de
acordo com seus pesos, e consideram como
objetivo maximizar o peso da classe mais
leve. Tais formulactes permitem também
considerar outras fungoes-objetivo que
capturam o conceito de balanceamento
como, por exemplo, minimizar o peso de
uma classe mais pesada ou minimizar a
maior diferenca de peso entre as classes.

Os  experimentos  computacionais
conduzidos mostraram que os algoritmos
exatos que Implementamos tém
desempenhos substancialmente melhores
que os metodos exatos publicados na
literatura. Além dos dados da literatura,
consideramos também dados obtidos em
orgaos publicos sobre a quantidade de
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delitos em regides urbanas (como Chicagoe
Campinas) para definir instancias do PCBk
uteis para logisticas de patrulhamento
policial dessas regioes.

mencionar esses resultados, referéncias a
outros trabalhos, e analises comparativas
do desempenho dos algoritmos que
propusemos e dos existentes na literatura

(todos testados no mesmo ambiente
computacional). Parte desses resultados
podem ser vistos em [5].

Adicionalmente, obtivemos 0s primeiros
resultados  poliéedricos associados a
segunda formulacao restrita ao caso de
pesos uniformes. Tais resultados podem
levar a novas abordagens para o PCBk.
Devido ao espaco limitado, deixamos de
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