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Resumo. Este trabalho investiga estratégias para reduzir o consumo de memória durante a compressão de matrizes
com suporte a operações algébricas diretamente sobre a representação comprimida. Em particular, mostramos como
modificar o método mm-RePair [Ferragina et al., 2022] realizando a compressão de grandes matrizes de forma particionada,
dividindo-as em blocos de linhas consecutivas, que são processados sequencialmente utilizando menos memória. O
método proposto mantém o suporte a operações de multiplicação sobre os dados comprimidos e, embora provoque uma
pequena piora na taxa de compressão, reduz significativamente o consumo de memória conforme o número de blocos
aumenta, possibilitando a sua aplicação em situações em que a matriz é maior do que a memória disponível.

Abstract. This work investigates strategies to reduce memory consumption in matrix compression supporting algebraic
operations directly on the compressed representation. In particular, we show how to modify the method mm-RePair [Fer-
ragina et al., 2022] by performing the compression of large matrices in a partitioned manner, dividing them into blocks
of consecutive rows, which are processed sequentially using less memory. The proposed method preserves support
for multiplication operations on the compressed data and, although it causes a slight degradation in compression ratio,
significantly reduces memory consumption as the number of blocks increases, enabling its application in scenarios where
the matrix is larger than the available memory.
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1 Introdução
No contexto atual da área de Inteligência Artificial, é cada
vez mais comum lidar com matrizes de grandes dimensões.
Vários algoritmos de aprendizado de máquina utilizam ope-
rações de multiplicação entre matrizes e vetores para treinar
modelos. Essas operações requerem que a matriz inteira seja
percorrida, com duas operações de ponto flutuante sendo rea-
lizadas por elemento. Nessa situação, é essencial que a matriz
caiba na memória RAM disponível para garantir um bom
desempenho, o que torna a compressão dessas matrizes uma
necessidade importante. Ao comprimir matrizes permitindo
a multiplicação por vetores diretamente nos dados compri-
midos, sem a necessidade de descompactá-los, podemos não
apenas armazenar maiores matrizes na memória RAM, mas
também minimizar o número de posições lidas na memória
durante a multiplicação, melhorando, assim, o desempenho
de espaço e tempo.

Frequentemente, métodos de compressão utilizados em
Aprendizado de Máquina são do tipo com perdas. Sistemas
como TensorFlow [Abadi et al., 2016] e PStore [Bhattacherjee
et al., 2014], por exemplo, aplicam truncamento de mantissa
para melhorar a eficiência em tarefas específicas. Em cenários
onde pequenas imprecisões são aceitáveis, como em cálculos
iniciais de gradientes, a compressão com perdas também pode

ser útil [Elgohary et al., 2018]. Já no contexto de operações
de álgebra linear, a compressão de matrizes sem perdas é
desejável para garantir resultados precisos. Infelizmente, mé-
todos de compressão sem perdas para dados unidimensionais
geralmente não conseguem aproveitar as redundâncias das
matrizes de forma eficiente. Além disso, esses métodos fre-
quentemente exigem a descompressão total das matrizes para
a execução de operações algébricas [Ferragina et al., 2022].

Nos trabalhos de [Elgohary et al., 2018] e [Elgohary
et al., 2019], foi introduzida uma nova linha de pesquisa cha-
mada Compressed Linear Algebra (CLA). Nesses estudos,
são apresentados métodos de compressão sem perdas que,
além de oferecerem boas taxas de compressão, também possi-
bilitam a realização eficiente de operações algébricas, como a
multiplicação de matrizes por vetores, diretamente na forma
comprimida da matriz. Seguindo essa linha, [Ferragina et al.,
2022] propuseram o método de compressão sem perdas para
matrizes mm-RePair, que permite a multiplicação de uma
matriz comprimida por um vetor, tanto à direita quanto à
esquerda, em tempo e espaço proporcionais ao tamanho da
matriz comprimida.

Neste trabalho, investigamos o particionamento de matri-
zes em blocos com o objetivo de aplicar, de forma sequencial,
o método mm-RePair a cada bloco da matriz e, em seguida,
utilizar os blocos comprimidos para realizar multiplicações.

https://portal.issn.org/resource/ISSN/3085-8461
https://doi.org/10.5753/reic.2025.6146
https://orcid.org/0009-0004-0285-7566
mailto:f266879@dac.unicamp.br
https://orcid.org/0000-0003-2931-1470
mailto:louza@ufu.br


Compressão de Matrizes com Suporte a Operações Algébricas Utilizando Pouca Memória Resende e Louza 2025

Essa abordagem visa reduzir o pico de uso de memó-
ria tanto na etapa de compressão quanto na multiplicação.
Além de reduzir o pico de uso de memória, essa solução tam-
bém reduz o tempo de compressão das matrizes, embora de
forma menos expressiva do que dos ganhos obtidos com o
uso de multithreading, apresentados no artigo original [Fer-
ragina et al., 2022]. Para avaliar nossa proposta, realizamos
experimentos com diferentes matrizes, analisando as taxas
de compressão, os tempos de compressão, os tempos de exe-
cução da multiplicação e os picos de uso de memória para
diferentes números de blocos. Neste trabalho, realizamos
multiplicações apenas por vetores à direita das matrizes.

2 Trabalhos relacionados

Dada uma cadeia de caracteres ω de um alfabeto Σ, podemos
derivar um conjunto de regras R cujo símbolo incial S gera
exclusivamente ω. O princípio central é substituir padrões
repetidos na cadeia por regras reutilizáveis. Se a cadeia ω
possuir muitas subcadeias repetidas, sua representação na
forma de gramática livre de contexto (GLC) pode economizar
espaço. Esta forma de compressão é utilizada para comprimir
textos e é chamada de compressão por gramáticas [Navarro,
2016].

Por exemplo, a cadeia ω = abcabcabcabcabcabcabcabc
pode ser representada pela gramática
G = ({S,A,B}, {a, b, c}, R, S), em que R é o conjunto de
regras:

R = {(S,AA), (A,BBBB), (B, abc)}

O método Re-Pair (Recursive Pairing) [Larsson and Mof-
fat, 1999], é um algoritmo de compressão por gramáticas que
substitui recursivamente pares de símbolos adjacentes por um
único símbolo em um texto, reduzindo, assim, o tamanho do
texto original. A cada iteração, o par de símbolos adjacentes
com maior número de ocorrências no texto, digamos ab, é
substituído por um novo símbolo não-terminal A, e uma nova
regra é adicionada à gramática: A → ab. Quando nenhum
par aparecer duas ou mais vezes, o algoritmo termina. No fim,
tem-se uma sequência C de símbolos, chamada de parser,
com as substituições apropriadas e um conjunto de regras R
que, juntos, podem reconstruir o texto original.

Em [Ferragina et al., 2022], é apresentado o método de
compressão sem perdas de matrizes mm-RePair, que dá su-
porte a multiplicação de uma matriz comprimida por um vetor,
tanto à direita quanto à esquerda, em tempo e espaço propor-
cionais ao tamanho da matriz comprimida. Os autores intro-
duzem o formato CSRV (compressed sparse row/value), uma
adaptação do conhecido formato CSR (compressed sparse
row) [Saad, 2003].

A representação CSRV de uma matriz M é composta
por duas estruturas: um vetor V , que guarda os valores não
nulos distintos de M , e uma sequência de símbolos S, que
indica as posições da matriz onde os valores de V aparecem.
Esta sequência delimita as linhas da matriz por meio do sím-
bolo especial $. Se, em uma linha, aparecer o símbolo ⟨i, j⟩,
significa que o valor V [i] aparece na coluna j desta linha. Por

exemplo, considere a seguinte matriz de entrada:

M =



5.3 8.1 6.0 2.7 6.0 5.3
2.7 0 8.1 0 6.0 5.3
2.7 0 8.1 0 6.0 5.3
5.3 8.1 0 0 0 0
0 0 0 0 6.0 5.3
5.3 8.1 6.0 2.7 0 0
5.3 8.1 0 0 0 0
0 0 6.0 2.7 0 0


Sua representação no formato CSRV é dada por:

V = [5.3, 8.1, 6.0, 2.7]

S =⟨0, 0⟩⟨1, 1⟩⟨2, 2⟩⟨3, 3⟩⟨2, 4⟩⟨0, 5⟩$
⟨3, 0⟩⟨1, 2⟩⟨2, 4⟩⟨0, 5⟩$
⟨3, 0⟩⟨1, 2⟩⟨2, 4⟩⟨0, 5⟩$⟨0, 0⟩⟨1, 1⟩$⟨2, 4⟩⟨0, 5⟩$
⟨0, 0⟩⟨1, 1⟩⟨2, 2⟩⟨3, 3⟩$⟨0, 0⟩⟨1, 1⟩$⟨2, 2⟩⟨3, 3⟩$

Em uma implementação, a sequência S pode ser armaze-
nada como uma sequência de inteiros (por exemplo, inteiros
de 32 bits sem sinal). O símbolo $ pode ser representado pelo
inteiro 0 e um par ⟨i, j⟩ pode ser codificado como 1+ im+ j,
onde m é o número de colunas da matriz. Como 0 ≤ j < m,
é possível extrair i e j através da divisão euclidiana de im+ j
por m: i é o quociente e j, o resto.

O método mm-RePair aplica o compressor Re-Pair dire-
tamente à sequência S da represenção CSRV (S, V ) de M . O
resultado é uma representação compactada (C,R, V ), onde
C é a sequência final de símbolos e R é o conjunto de regras
que descrevem a expansão dos símbolos não-terminais em C.

Para permitir que as operações de álgebra linear possam
ser realizadas sem a necessidade de descompressão da ma-
triz, [Ferragina et al., 2022] modificaram o algoritmo Re-Pair
para que nenhuma regra de R contenha o símbolo especial
$. Dessa forma, a sequência C resultante assume a forma
C = ω1$ω2$ · · ·ωn$, onde ω1, ω2, · · · , ωn ∈ (Σ ∪N)∗,
com Σ representando o conjunto de símbolos terminais da
sequência original S (cada par ⟨i, j⟩ está sendo tratado como
um único símbolo) e N o conjunto de símbolos não-terminais
gerados pelo Re-Pair. Por exemplo, considere a sequência S
da representação CSRV da matriz M . Após a aplicação do
Re-Pair sobre S, obtemos:

C = N4N2$N6$N6$N1$N2$N4$N1$N3$

R = {N1 → ⟨0, 0⟩⟨1, 1⟩,
N2 → ⟨2, 4⟩⟨0, 5⟩,
N3 → ⟨2, 2⟩⟨3, 3⟩,
N4 → N1N3,

N5 → ⟨3, 0⟩⟨1, 2⟩,
N6 → N5N2}

Considerando uma matriz M ∈ Rn×m na representação
(S, V ) e um vetor x ∈ Rm, temos as seguintes definições
[Ferragina et al., 2022]:

Definição 2.1. Dado um par ⟨l, j⟩ ∈ S,

evalx(⟨l, j⟩) = V [l] · x[j]
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Definição 2.2. Dado um símbolo não-terminal Ni ∈ C cuja
a expansão é ⟨l1, j1⟩, ⟨l2, j2⟩, · · · ⟨lk, jk⟩,

evalx(Ni) =

k∑
i=1

evalx(⟨li, ji⟩) =
k∑

i=1

V [li] · x[ji]

É fácil observar que, se a regra de produção associ-
ada a Ni é Ni → AB, com A,B ∈ Σ ∪ N , então
evalx(Ni) = evalx(A) + evalx(B).

Para fins didáticos e simplificação nas explicações sub-
sequentes, vamos assumir que C segue a forma:

C = Ni1$Ni2$ · · ·Nin$, onde Ni1 , Ni2 , · · · , Nin ∈ N.

Embora sempre seja possível converter C para esse for-
mato com a inclusão de regras adicionais ao final da execução
do Re-Pair, isso não traz benefícios em termos de eficiência
ou compressão. Portanto, essa forma será utilizada apenas
para facilitar a compreensão da operação de multiplicação do
método.

Note que, na nomenclatura que estamos adotando, N1

representa o primeiro símbolo não-terminal gerado durante
a execução do Re-Pair, enquanto Ni1 denota o símbolo não-
terminal correspondente à primeira linha da matriz.

Lema 2.1 (Ferragina et al. [2022], Lema 3.3). Considerando
uma matriz M ∈ Rn×m na representação (C,R, V ), com
C = Ni1$Ni2$ · · ·Nin$ e um vetor x ∈ Rm, se y = M · x,
então y[r] = evalx(Nir ), para r = 1, 2, · · · , n.

Para calcular y = M ·x sem descomprimir a matriz, pre-
cisamos primeiramente preencher um vetor auxiliar W [1, q],
onde q é o número de regras de R. O vetor W deve ser preen-
chido de forma sequencial, do índice 1 ao índice q, de modo
que W [i] = evalx(Ni). Se Ni → AB, então W [i] recebe
evalx(A) + evalx(B). Se A ou B for um símbolo terminal
⟨l, j⟩, então basta fazer evalx(⟨l, j⟩) = V [l] · x[j]. Caso um
deles seja um símbolo não-terminal Nk, então evalx(Nk) já
estará presente em W [k], pois k < i (uma vez que Nk foi
criado antes de Ni ). Como cada posição de W é preenchida
em O(1), temos que o preenchimento completo de W ocorre
em O(q) = O(|R|).

A etapa final consiste em iterar sobre
C = Ni1$Ni2$ · · ·Nin$ à medida que preenchemos o
vetor y. Se Nir = Nj , então y[r] é preenchido com W [j].
Esta etapa ocorre em O(|C|).

Ao todo, a multiplicação da matriz comprimida
(C,R, V ) pelo vetor x é executada em tempo O(|C| + |R|)
com uso de O(|R|) palavras de memória auxiliar (devido ao
vetor W ).

3 Redução do uso de memória
Neste trabalho, propomos uma modificação para o método
mm-RePair em que a matriz de entrada é particionada em
blocos de linhas consecutivas, que são comprimidos e multi-
plicados de forma sequencial. Nosso principal objetivo com
isso é reduzir o pico de memória utilizada.

Nossa implementação funciona da seguinte forma: divi-
dimos a matriz Mn×m em b blocos, cada um com n/b linhas
e m colunas. Caso n não seja divisível por b, particionamos a
matriz de forma que alguns blocos tenham ⌊n/b⌋ linhas e ou-
tros ⌈n/b⌉ linhas. Particionamos a matriz antes de convertê-la

para o formato CSRV. Com isso, temos b grupos (Ci, Ri, Vi)
ao fim da etapa de compressão com o Re-Pair. Observe que,
como os valores não nulos distintos de cada bloco podem
variar, os vetores Vi resultantes podem ser diferentes entre si.
Isso contrasta com a abordagem de [Ferragina et al., 2022],
na qual temos um único vetor V , que contém todos os valores
não nulos distintos da matriz.

Por fim, para a operação de multiplicação, cada sub-
matriz Mi na forma (Ci, Ri, Vi) é multiplicada por um ve-
tor à direita x ∈ Rm, obtendo uma sequência de subveto-
res y1, y2, · · · , yb, cada um com número de elementos igual
ao número de linhas do respectivo bloco. Estes subvetores,
quando considerados em conjunto, formam o vetor y = A · x.

Por exemplo, utilizando 3 blocos, com a matriz M apre-
sentada anteriormente, teremos dois blocos com três linhas e
um bloco com duas linhas, com suas respectivas representa-
ções CSRV.

• M1 =

5.3 8.1 6.0 2.7 6.0 5.3
2.7 0 8.1 0 6.0 5.3
2.7 0 8.1 0 6.0 5.3


V1 = [5.3, 8.1, 6.0, 2.7]
S1 =⟨0, 0⟩⟨1, 1⟩⟨2, 2⟩⟨3, 3⟩⟨2, 4⟩⟨0, 5⟩$

⟨3, 0⟩⟨1, 2⟩⟨2, 4⟩⟨0, 5⟩$
⟨3, 0⟩⟨1, 2⟩⟨2, 4⟩⟨0, 5⟩$

• M2 =

5.3 8.1 0 0 0 0
0 0 0 0 6.0 5.3
5.3 8.1 6.0 2.7 0 0


V2 = [5.3, 8.1, 6.0, 2.7]
S2 =⟨0, 0⟩⟨1, 1⟩$⟨2, 4⟩⟨0, 5⟩$

⟨0, 0⟩⟨1, 1⟩⟨2, 2⟩⟨3, 3⟩$

• M3 =

[
5.3 8.1 0 0 0 0
0 0 6.0 2.7 0 0

]
V3 = [5.3, 8.1, 6.0, 2.7]
S3 = ⟨0, 0⟩⟨1, 1⟩$⟨2, 2⟩⟨3, 3⟩$

Em seguida, aplicamos o Re-Pair a cada sequência Si:

• C1 = ⟨0, 0⟩⟨1, 1⟩⟨2, 2⟩⟨3, 3⟩N1$N3$N3$
R1 = {N1 → ⟨2, 4⟩⟨0, 5⟩,

N2 → ⟨3, 0⟩⟨1, 2⟩,
N3 → N2N1}

• C2 = N1$⟨2, 4⟩⟨0, 5⟩$N1⟨2, 2⟩⟨3, 3⟩$
R2 = {N1 → ⟨0, 0⟩⟨1, 1⟩}

• C3 = ⟨0, 0⟩⟨1, 1⟩$⟨2, 2⟩⟨3, 3⟩$
R3 = ∅

Dessa forma, os três blocos (C1, R1, V1),(C2, R2, V2)
e (C3, R3, V3) constituem a representação comprimida da
matriz M . Os vetores de valores não nulos distintos V1, V2 e
V3 são iguais neste caso, mas poderiam ser diferentes se os
valores não nulos distintos que aparecem em cada bloco (ou
sua ordem de aparição) fossem diferentes.

Do ponto de vista do uso de memória RAM, a com-
pressão em blocos apresenta uma vantagem: enquanto na
compressão global a sequência S, o vetor V e o conjunto
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Tabela 1. Estrutura das matrizes utilizadas nos experimentos
Dataset Tamanho (MB) Linhas Colunas
Covtype 239,37 581.012 54
Census 1.275,36 2.458.285 68
Optical 432,55 325.834 174

Airline78 3.199,96 14.462.943 29

Tabela 2. Densidade de não nulos nas matrizes
Dataset % Não Nulos Não Nulos Distintos
Covtype 22,00% 6.682
Census 43,03% 45
Optical 97,50% 897.176

Airline78 72,66% 7.794

de regras R são armazenados integralmente na memória, na
compressão em blocos os dados são processados de forma se-
quencial. No exemplo, armazenam-se S1, R1 e V1, seguidos
por S2, R2 e V2, e assim sucessivamente. Essa abordagem
reduz o pico de uso de memória, pois cada Si é menor que
S, e cada Ri e Vi têm tamanhos iguais ou menores que R e
V , respectivamente. Em nossa implementação do Re-Pair, a
sequência C é gerada diretamente a partir de S, reutilizando
o espaço de memória já alocado para S. Por esta razão, C
não aumenta o pico de uso de memória.

Além disso, o método Re-Pair executa mais rápido (já
que realiza menos substituições na criação de sua gramática)
na abordagem em blocos, o que resulta em um tempo de com-
pressão menor quando comparado com a abordagem original
do mm-RePair.

Observamos que, em [Ferragina et al., 2022], os autores
apresentam uma versão multithread do mm-RePair, na qual
a matriz de entrada M também é particionada. Primeiro, M
é convertida para a representação CSRV (S, V ). Depois, S
é dividida em b blocos S1, S2, · · · , Sb, de modo que cada
bloco contenha a mesma quantidade de linhas, exceto, pos-
sivelmente, o último bloco Sb. Em seguida, cada bloco Si é
comprimido em paralelo com o Re-Pair, gerando uma sequên-
cia de símbolos Ci e um conjunto de regras Ri. Ao final,
obtêm-se b grupos (Ci, Ri) e um único vetor V de valores
não nulos distintos, compartilhado por todos os blocos. Os
autores avaliaram os tempos de execução e os picos de memó-
ria nesta abordagem. Apesar de uma redução significativa dos
tempos de compressão e multiplicação, houve um aumento
do uso de memória.

4 Experimentos
Executamos todos os experimentos em uma máquina equi-
pada com um processador AMD Ryzen 9 7900 de 12 nú-
cleos, com frequência máxima de 5,48 GHz. A máquina
possui 24 processadores (12 núcleos com 2 threads por nú-
cleo) e está configurada com 128 GB de RAM.

Todos os algoritmos foram implementados em C++ e
estão disponíveis para download1. Para medir os tempos de
execução utilizamos a biblioteca <time.h>.

Realizamos experimentos com matrizes disponíveis em
https://kaggle.com/datasets/giovannimanzini/
some-machine-learning-matrices. As Tabelas 1 e
2 fornecem informações detalhadas sobre essas matrizes.

1https://github.com/filipecoresende/
compressed-matrix-multiplication

Os tamanhos correspondem à representação da matriz em
memória utilizando 8 bytes por valor.

Avaliamos a divisão da matriz em diferentes números
de blocos (1, 2, 4, 8, 16 e 32). Para cada matriz e número
de blocos, realizamos a compressão e executamos a multi-
plicação da matriz por um vetor à direita. Para cada matriz
M ∈ Rn×m, o vetor x ∈ Rm escolhido para a multiplicação
foi x = (1, 1, · · · , 1)T . As taxas de compressão são dadas
por Tamanho Comprimido

Tamanho Original .
Na Figura 1, podemos observar que a abordagem de

(a) Covtype

(b) Census

(c) Optical

(d) Airline78
Figura 1. Taxa de compressão × Número de blocos

https://kaggle.com/datasets/giovannimanzini/some-machine-learning-matrices
https://kaggle.com/datasets/giovannimanzini/some-machine-learning-matrices
https://github.com/filipecoresende/compressed-matrix-multiplication
https://github.com/filipecoresende/compressed-matrix-multiplication
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(a) Covtype

(b) Census

(c) Optical

(d) Airline78
Figura 2. Pico de memória da compressão × Número de blocos

compressão em blocos aumentou em todos os testes o tamanho
dos dados comprimidos, isto é, piorou levemente a taxa de
compressão em relação à compressão global. Esse resultado
era esperado, uma vez que a divisão em blocos faz com que
o mm-RePair aproveite menos as redundâncias da matriz de
entrada.

Por outro lado, na Figura 2, podemos ver que a compres-
são em blocos reduziu significativamente, em todos os testes,
o consumo de memória em comparação com a compressão
global.

(a) Covtype

(b) Census

(c) Optical

(d) Airline78
Figura 3. Tempo de compressão × Número de blocos

A Tabela 3 apresenta a quantidade de memória econo-
mizada na versão com 32 blocos, quando comparada com a
versão original. Além disso, podemos ver na Figura 3 que
a compressão em blocos também resultou em uma redução
no tempo de compressão. Na Tabela 3 temos também os spe-
edups obtidos, comparando o tempo de compressão com 1
bloco pelo tempo de compressão com 32 blocos.

Na Figura 4, podemos ver que o tempo de execução da
multiplicação apresentou pouca variação com o aumento do
número de blocos. Em contrapartida, observa-se na Figura 5
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Tabela 3. Speedup e redução de pico de memória na compressão:
comparação entre 1 bloco e 32 blocos

Dataset Speedup Redução do pico de memória
Covtype 2,53 94,87%
Census 2,44 96,87%
Optical 1,70 96,49%

Airline78 6,25 96,74%

(a) Covtype

(b) Census

(c) Optical

(d) Airline78
Figura 4. Tempo de execução da multiplicação × Número de blocos

uma redução significativa no pico de uso de memória durante
a multiplicação. Portanto, a divisão da matriz em blocos se

(a) Covtype

(b) Census

(c) Optical

(d) Airline78
Figura 5. Pico de memória da multiplicação × Número de blocos

mostrou vantajosa para a multiplicação de forma geral, pois
alterou minimamente o tempo de execução mas reduziu muito
o uso de memória RAM.

5 Conclusão
Neste trabalho, mostramos como reduzir a quantidade de me-
mória utilizada pelo método mm-RePair [Ferragina et al.,
2022]. A matriz de entrada foi particionada e processada
de maneira sequencial. Nos experimentos, avaliamos o uso
de memória de acordo com o número de blocos de divisão
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da matriz, tanto durante a compressão quanto na multipli-
cação das matrizes comprimidas com vetores à direita. Os
resultados mostram uma redução significativa no consumo de
memória. Além disso, observou-se uma redução no tempo
da compressão à medida que o número de blocos aumenta.
Já na multiplicação, de modo geral, o tempo de execução
não variou significativamente com o aumento do número de
blocos. O único ponto que ficou relativamente comprometido
foi a taxa de compressão, que apresentou uma degradação à
medida que o número de blocos aumentava.
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