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Resumo. Maximum Minimal Set Cover é a variante max-min do clássico problema Set Cover, cujo objetivo é
encontrar um set cover minimal de cardinalidade máxima. Este problema generaliza Max Min Vertex Cover e Upper
Domination. Embora (Maximum Minimal) Set Cover e (Maximum Minimal) Hitting Set sejam equivalentes
sob certos parâmetros, diferenças surgem quando o tamanho do universo, denotado por n, é considerado. Maximum
Minimal Hitting Set admite trivialmente um algoritmo em tempo O∗(2n), mas uma análise exaustiva para Maximum
Minimal Set Cover demanda tempo O∗(2m), onde m é o número de conjuntos. Como m pode ser muito maior que n,
investigamos algoritmos exatos exponenciais em função de n para o problema. Mostramos que Maximum Minimal
Set Cover pode ser resolvido em tempo O∗(2n) e que um algoritmo subexponencial de tempo O∗(2o(n)) implicaria a
falsidade da ETH. Por fim, generalizamos os resultados anteriores apresentando um algoritmo em tempo O∗(2k), onde k
é o tamanho do vertex cover mínimo do grafo de incidência, além de um limite inferior mais apertado baseado na SETH.

Abstract. Maximum Minimal Set Cover is the max-min variant of the classical Set Cover problem, whose goal is
to find a minimal set cover of maximum cardinality. This problem generalizes both Max Min Vertex Cover and Upper
Domination. Although (Maximum Minimal) Set Cover and (Maximum Minimal) Hitting Set are equivalent
under specific parameterizations, differences arise when the size of the universe, denoted by n, is considered. Maximum
Minimal Hitting Set trivially admits an O∗(2n)-time algorithm, whereas an exhaustive approach for Maximum
Minimal Set Cover requires O∗(2m) time, where m is the number of sets. Since m can be much larger than n, we
investigate exact exponential algorithms parameterized by n for the problem. We show that Maximum Minimal Set
Cover can be solved in O∗(2n) time, and that a subexponential-time algorithm running in O∗(2o(n)) would imply that
ETH fails. Finally, we generalize these results by presenting an O∗(2k)-time algorithm, where k is the size of a minimum
vertex cover of the incidence graph, together with a tighter lower bound based on SETH.
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1 Introdução
Problemas clássicos de otimização geralmente buscam por
um subconjunto S de um conjunto de entrada que minimiza
ou maximiza uma função objetivo dada, sujeita a restrições
que caracterizam o espaço de soluções viáveis do problema.
Neste contexto, uma solução viável é dita minimal caso não
contenha propriamente nenhuma outra solução viável, e é dita
maximal caso não esteja propriamente contida em nenhuma
outra solução viável. A maioria dos problemas de minimiza-
ção podem ser entendidos como a tarefa de encontrar uma
solução minimal de custo mínimo e os de maximização, en-
contrar a solução maximal de custo máximo. Heurísticas para
resolver problemas de minimização (ou maximização) geral-
mente envolvem computar soluções minimais (ou maximais)
viáveis, e os estudos nesta área buscam analisar empirica ou

teoricamente o quão “próximo” a solução obtida pelo método
está da solução ótima. Logo, soluções minimais de custo
máximo (soluções minimais máximas) representam o pior
caso para a performance de certas heurísticas para problemas
de minimização. O mesmo se aplica para soluções maxi-
mais de custo mínimo em problemas de maximização. Além
disso, soluções minimais máximas são relevantes mesmo fora
do contexto de seus respectivos problemas de minimização.
Encontrar tais soluções, em muitos casos é um problemas
mais difícil do que o problema de minimização original, e sua
resolução possui aplicações e interesses próprios. Portanto,
além dos problemas de minimização e maximização, existe
o interesse em estudar problemas max-min e min-max, que
buscam soluções minimais máximas e maximais mínimas,
respectivamente.
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Versões max-min e min-max de diversos problemas de
otimização já foram estudados na literatura, como Minimum
Maximal Independent Set (também conhecido como
Minimum Independent Dominating Set) [Bourgeois
et al., 2013; Halldórsson, 1993; Hurink and Nieberg, 2008],
Maximum Minimal Vertex Cover [Boria et al., 2015;
Zehavi, 2017], Lazy Bureaucrat Scheduling (uma ver-
são min-max de Knapsack) [Arkin et al., 2003; Bender
et al., 2008], Maximum Minimum Hitting Set [Araújo
et al., 2023; Bazgan et al., 2018] e Maximal Minimum
Dominating Set (também conhecido como Upper Domi-
nation) [AbouEisha et al., 2014; Bazgan et al., 2018; Fomin
et al., 2008].

Como pode ser visto na literatura, versões max-min de
problemas clássicos tendem a ser mais difíceis de resolver sob
várias perspectivas de complexidade computacional. A me-
nos que P=NP, Maximum Minimal Vertex Cover não
admite nenhuma n 1

2−ϵ-aproximação, enquanto Vertex Co-
ver admite uma 2-aproximação [Boria et al., 2015]; Upper
Domination não admite nenhuma n1−ϵ-aproximação [Baz-
gan et al., 2018], enquanto Dominating Set admite uma
O(logn)-aproximação; e Lazy Bureaucrat Scheduling
é APX-difícil enquanto Knapsack admite PTAS [Arkin
et al., 2003]. Quanto a algoritmos exponenciais exatos, o
melhor algoritmo conhecido para Upper Domination re-
quer tempo O∗(1.7159n) [Fomin et al., 2008], enquanto Do-
minating Set pode ser resolvido em tempo melhor do que
O∗(1.5n) [Van Rooij and Bodlaender, 2011]; Independent
Set pode ser resolvido em tempo O∗(1.1996n) [Xiao and
Nagamochi, 2017], enquanto o melhor conhecido para Mini-
mum Maximal Independent Set (Independent Domi-
nating Set) é, até onde sabemos, O∗(1.3351n) [Bourgeois
et al., 2013]. Lembre-se que, devido à dualidade entre mi-
nimal vertex cover e maximal independent set, o estado da
arte quanto a algoritmos exponenciais exatos para Vertex
Cover e Maximum Minimal Vertex Cover é parecido
com aquele dos respectivos problemas de independent set.

Neste artigo, estamos principalmente interessados no
problema do Maximum Minimal Set Cover, a versão
max-min do Set Cover. Seja U = {u1, . . . , un} um con-
junto finito dito o universo, e seja C = {S1, . . . , Sm} uma
coleção onde cada membro Sj de C é um conjunto Sj ⊆ U .
Uma sub-coleção S ⊆ C é dita um set cover de U se cada
elemento de U pertence a pelo menos um conjunto em S.
Além disso, um subconjunto H ⊆ U atinge um conjunto
Sj ∈ C se H ∩ Sj ̸= ∅, e H é dito um hitting set (de C) se
atinge todos os conjuntos em C. Os problemas Set Cover e
Hitting Set clássicos consistem em encontrar um set cover
e um hitting set de cardinalidade mínima, respectivamente.
Portanto, suas variantes max-min consistem em encontrar um
set cover/hitting set minimal de cardinalidade máxima.

Maximum Minimal Vertex Cover e Upper Domi-
nation são casos particulares de Maximum Minimal Set
Cover. Além disso, (Maximum Minimum) Set Cover
e (Maximum Minimum) Hitting Set são equivalentes
dependendo do aspecto de complexidade analisado – uma
conversão natural consiste em considerar cada Sj como um
elemento e formar uma coleção com os conjuntos de incidên-
cia de cada ui. Entretanto, quando consideramos o tamanho
do conjunto universo como parâmetro, estas duas famílias

podem se comportar de formas diferentes. Um algoritmo em
tempo O∗(2|U|) para (Maximum Minimal) Hitting Set
é trivial, enquanto que testar exaustivamente todos os possí-
veis set covers leva tempo O∗(2|C|). Como |C| = m pode ser
muito maior do que n = |U|, buscamos o algoritmo para Ma-
ximum Minimal Set Cover com a melhor complexidade
de tempo quando analisado em função de n, o tamanho do
conjunto universo (c.f. [Cygan et al., 2016]).

Em 2004, Fomin, Kratsch e Woeginger apresentaram um
algoritmo de programação dinâmica para resolver Set Co-
ver em tempo O∗(2n) [Fomin et al., 2004]. Em 2016, Cygan
et. al [Cygan et al., 2016] provaram que, a menos que SETH
seja provada falsa, não existe um algoritmo para Hitting
Set que roda em tempo O∗((2− ϵ)n) para qualquer ϵ > 0.
Quanto ao Set Cover, não existe algoritmo conhecido me-
lhor do que O∗(2n) ou alguma conexão de sua não existência
com SETH [Cygan et al., 2015]. Isso motiva a Set Cover
Conjecture proposta por Cygan et al. [Cygan et al., 2016], que
diz que não existe um algoritmo para Set Cover em tempo
O∗((2− ϵ)n) para qualquer ϵ > 0 (cf. [Cygan et al., 2015]).
Cygan et al. conectaram a existência de um algoritmo melhor
para Set Cover com a existência de algoritmos melhores
para diversos outros problemas [Cygan et al., 2015].

Neste artigo, focamos em algoritmos exponenciais exa-
tos para Maximum Minimal Set Cover. Dado que as
versões max-min tendem a ser mais difíceis de resolver do
que os seus respectivos problemas de minimização, e que,
assumindo a Set Cover Conjecture, não existe um algoritmo
para Set Cover mais rápido do que O∗(2n), analisamos o
melhor tempo de execução possível em termos de n para Ma-
ximum Minimal Set Cover. Na Seção 2, estabelecemos
resultados preliminares que eliminam métodos elementares
para obter um algoritmo em tempo O∗(2n) para Maximum
Minimal Set Cover. Na Seção 3, apresentamos um algo-
ritmo em tempo O∗(2n) e provamos que, assumindo ETH, o
problema não admite solução em tempo O∗(2o(n)). Na Se-
ção 4, obtemos um algoritmo melhorado em tempo O∗(2k),
onde k é o tamanho do vertex cover mínimo do grafo de inci-
dência da entrada do problema (k ≤ n), por fim, provamos
que, assumindo SETH, não existe um algoritmo em tempo
O∗((2−ϵ)

k
4 ). Na Seção 5 apresentamos nossas considerações

finais.

2 Preliminares: Algoritmos de
programação dinâmica

Primeiramente, vamos considerar uma variante do Set Co-
ver, chamada Multicolored Set Cover (MSC) que
poderá aparecer como um subproblema a ser resolvido, de-
pendendo de como o problema Maximum Minimal Set
Cover for abordado. Podemos interpretar MSC como uma
variante de Set Cover no qual cada conjunto possui uma
cor, e objetivamos encontrar um set cover com exatamente
um conjunto por classe de cor.
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Instance: Um conjunto universo finito
U = {u1, . . . , un}, e coleções
C1 = {S1, . . . , Sm1

}, C2 =
{Sm1+1, . . . , Sm2

}, . . . , Ck =
{Smk−1+1, . . . , Smk

}, onde cada
Sj ∈ Ci é um conjunto Sj ⊆ U .

Question: Determinar se existe um set cover S de
U de tamanho k contendo exatamente um
membro de cada coleção Ci, 1 ≤ i ≤ k.

Multicolored Set Cover (MSC)

Cada coleção de uma entrada do MSC representa uma
cor. Podemos assumir que os conjuntos estão ordenados por
cor; logo, dados S1, . . . , Smk

e m1, . . . ,mk, as coleções es-
tão bem-definidas. Seja κ(ℓ) o menor inteiro j tal que ℓ ≤ mj ,
para 1 ≤ ℓ ≤ mk.

Uma programação dinâmica simples para MSC consiste
em determinar para cada U ⊆ U e ℓ ∈ {1, 2, . . . ,mk} se
existe um multicolored set cover S para U de tamanho κ(ℓ)
considerando os conjuntos S1, . . . , Sℓ, i.e., considerando as
primeiras κ(ℓ) coleções de cores, onde para a κ(ℓ)-ésima
coleção apenas os conjuntos em Cκ(ℓ) ∩ {S1, . . . , Sℓ} (isto
é, {Smκ(ℓ)−1+1, . . . , Sℓ}) podem ser utilizados. A relação de
recorrência para esta programação dinâmica é dada abaixo.

MSC[U, ℓ] =



Se U = ∅ :

true
Se U ̸= ∅ e ℓ = 0 :

false
Se U ̸= ∅ e ℓ ̸= 0 :

MSC[U, ℓ− 1] ∨MSC[U \ Sℓ,mκ(ℓ)−1]}
(1)

Agora, denotamos por q-Set Cover a versão do pro-
blema Set Cover com a suposição adicional de que cada
conjunto tem cardinalidade no máximo q. Em 2016, Cygan
et al. [Cygan et al., 2016] propuseram a Set Cover Conjecture
dada a seguir.

Conjectura 1 (Set Cover Conjecture [Cygan et al., 2016]).
Seja λq a ínfimo do conjunto das constantes c tais que q-Set
Cover pode ser resolvido em tempo O∗(2cn), onde n é o
tamanho do conjunto universo. Então limq→∞ λq = 1. Em
particular, não existe um algoritmo para Set Cover que roda
em tempo O∗((2− ϵ)n) para qualquer ϵ > 0.

Dada uma instância de set cover (U , C), podemos reduzir
o problema de determinar se existe um set cover de U de
tamanho no máximo k para o problema do Multicolored
Set Cover tomando k cópias de C e considerando cada uma
como uma classe de cor diferente. Portanto, vale o seguinte.

Teorema 1. Multicolored Set Cover pode ser resolvido
em tempo O∗(2n), mas não pode ser resolvido em tempo
O∗((2 − ϵ)n) para qualquer ϵ > 0, a menos que Set Cover
Conjecture seja provada falsa.

Em seguida, apresentamos um algoritmo simples de pro-
gramação dinâmica para o problema do Maximum Mini-
mum Set Cover, formalmente definido a seguir.

Instance: Um conjunto universo finito U =
{u1, . . . , un}, e uma coleção C =
{S1, . . . , Sm}, onde cada Sj ∈ C é um
conjunto Sj ⊆ U .

Question: Determinar um set cover minimal S de U
de tamanho máximo.

Maximum Minimal Set Cover (Max-Min SC)

Intuitivamente, o algoritmo de programação dinâmica
para MSC se basea em, dado um inteiro ℓ, “adivinhar” a
partição de U em elementos que ainda precisam ser cobertos,
U , e os elementos, U , que já foram cobertos por conjuntos
verificados previamente (Sℓ+1, . . . , Smk

). Entretanto, para
o problema do Maximum Minimal Set Cover, os pares
(U, ℓ) parecem não fornecer informação suficiente para a pro-
gramação dinâmica, já que é necessário verificar a condição
de minimalidade.

Lembre-se que um set cover S de U é minimal se e so-
mente se cada Sj ∈ S possui um elemento privado, i.e., um
elemento w ∈ Sj que não pertence a nenhum outro con-
junto de S. Portanto, podemos construir um algoritmo de
programação dinâmica para Maximum Minimal Set Co-
ver “adivinhando”: U – o conjunto de elementos que ainda
devem ser cobertos; P – um conjunto minimal de elementos
privados de conjuntos já selecionados; e ℓ – o índice do maior
conjunto a ser considerado para a solução.

Seja M [U,P, ℓ] um set cover minimal máximo de U
usando apenas conjuntos em {S1, . . . , Sℓ} que não inter-
secta P . Observe que M [U , ∅,m] é uma solução ótima para
o Maximum Minimal Set Cover. Podemos computar
M [U,P, ℓ] para cada tripla (U,P, ℓ) da seguinte forma.

Definimos a função max* que retorna um conjunto de
cardinalidade máxima de uma coleção dada. Além disso, a
função retorna null se todas as entradas forem null.

M [U,P, ℓ] =



Se U = ∅ :

∅
Se U ̸= ∅ e ℓ = 0 :

null
Se P ∩ Sℓ ̸= ∅ :

M [U,P, ℓ− 1]

se U ̸= ∅, P ∩ Sℓ = ∅ e ℓ > 0 :

max*


M [U,P, ℓ− 1],

{w} ∪M [U \ Sℓ, P ∪ {w}, ℓ− 1]

∀w ∈ Sℓ ∩ U
(2)

A partir da relação de recorrência acima, podemos re-
solver Maximum Minimal Set Cover em tempo O∗(3n).
Sob o paradigma da programação dinâmica, não parece pos-
sível fazer melhor do que tempo O∗(3n) para resolver o pro-
blema do Maximum Minimal Set Cover em vista da
necessidade de distiguir os elementos que já foram cobertos
dos que ainda devem ser cobertos, além de guardar alguma
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informação que garante a minimalidade. Dessa forma, questi-
onamos se O∗(3n) é um tempo ótimo para este problema.

A seguir, mostramos como obter um algoritmo em tempo
O∗(2n) para o problema sem utilizar programação dinâmica.

3 O truque dos elementos privados
Para obtermos um algoritmo em tempo O∗(2n) para Max-
Min SC, não podemos recorrer a enumerar exaustivamente
todas as partições de U em três partes, como fizemos ante-
riormente na abordagem por programação dinâmica. Uma
alternativa natural seria particionar os elementos de U na-
queles que “já foram cobertos” e nos que “ainda não foram
cobertos”. Entretanto, esta estratégia não parece suficiente:
tal partição não retém informação suficiente sobre a estrutura
do problema para garantir minimalidade quando novos con-
juntos forem adicionados à solução parcial. Em particular,
uma vez que os novos conjuntos são adicionados, perdemos
a habilidade de verificar se o set cover resultante é minimal,
já que não temos informação sobre os elementos unicamente
cobertos (privados).

Uma abordagem mais promissora é considerar “adivi-
nharmos” uma partição de U nos elementos que serão elemen-
tos privados na cobertura final e no restante dos elementos.
Mais precisamente, suponha que particionamos U em P e
U \ P , onde P é o conjunto dos elementos que gostaríamos
que servissem como elementos privados na cobertura a ser
construída, e é minimal quanto a condição de que cada con-
junto selecionado deve possuir um elemento privado. Agora, a
principal questão se torna como estender tal partição para uma
solução válida, i.e., como selecionar uma família de conjuntos
que cobre U para a qual cada conjunto escolhido contém um
único elemento de P , e cada elemento de P está contido em
exatamente um dos conjuntos escolhidos, de forma que P
certifica a minimalidade da solução. Dado P ⊆ U minimal
em relação a condição de servir como conjunto de elementos
privados do set cover a ser construído, a regra a seguir é se-
gura, i.e., sua aplicação não elemina nenhuma solução viável
que seja consistente com P :

Regra 1. Remova qualquer conjunto Sj tal que |Sj ∩P | = 0
ou |Sj ∩ P | ≥ 2.

Esta regra é segura já que, para qualquer solução viá-
vel consistente com P , cada conjunto escolhido deve con-
ter exatamente um elemento de P . Neste ponto, cada con-
junto restante contêm exatamente um elemento de P . Seja
P = {p1, p2, . . . , pk}. Definimos uma partição da família C
em {C1, . . . , Ck}, onde

Ci = {Sj ∈ C | Sj ∩ P = {pi}}, para cada 1 ≤ i ≤ k.

Portanto, basta encontrarmos um set cover que selecione
exatamente um conjunto de cada coleção Cj . Isto corresponde
a uma instância de Multicolored Set Cover, que pode
ser resolvida em tempoO∗(2n), veja o Theorem 1. Entretanto,
enumerar todas as 2n escolhas de P ⊆ U e, para cada esco-
lha, resolver a instância resultante de Multicolored Set
Cover fornece um algoritmo que roda em tempo O∗(4n).
Logo, precisamos evitar resolver Multicolored Set Co-
ver como subrotina para uma escolha fixa de P . De fato,

apenas enumerar todos os subconjuntos P ⊆ U já requer
tempo O∗(2n), esgotando todo o tempo exponencial do algo-
ritmo que queremos construir. Consequentemente, para cada
P fixo, a verificação de consistência deve ser realizada em
tempo polinomial. A seguir, apresentamos um algoritmo em
tempo O∗(2n) para o problema. O algoritmo enumera todos
os subconjuntos P ⊆ U e, para cada escolha, realiza uma
verificação em tempo polinomial.

Teorema 2. Maximum Minimal Set Cover pode ser resol-
vido em tempo O∗(2n).

Demonstração. Assumindo que existe um set cover minimal
máximo S, pela minimalidade de S, existe um conjunto PS

de cardinalidade |S| contendo exatamente um elemento pri-
vado de cada membro de S. Podemos enumerar todos os
subconjuntos P ⊆ U em tempo O∗(2n). Para cada P , assu-
mindo que P = PS , isto é, assumindo que P é um conjunto
representativo dos elementos privados de algum set cover
minimal máximo (que deverá ter tamanho |P |), prosseguimos
da seguinte forma:

1. Aplique a Regra 1.
2. Caso haja algum elemento u que não atinge nenhum

dos conjuntos restantes, então estamos lidando com uma
escolha incorreta de P e podemos descartá-lo com segu-
rança. Caso contrário:

• cada conjunto restante contêm exatamente um ele-
mento de P = {p1, p2, . . . , pk}. Logo,

• encontre um set cover minimal SP de U conside-
rando apenas os conjuntos restantes (note que SP

pode ser encontrado em tempo polinomial já que
requermos apenas minimalidade).

Se o set cover SP obtido a partir de P tiver cardinalidade
maior que |P | então P não é um conjunto representativo
dos elementos privados de algum set cover minimal máximo.
Além disso, se o set cover tiver tamanho |P | então ele é uma
solução da instância de MSC que poderíamos ter construído.
Por fim, SP não pode ser menor do que P já que existe uma
partição de C em {C1, . . . , Ck}, onde Ci = {Sj ∈ C | Sj ∩
P = {pi}}, para 1 ≤ i ≤ k.

Em outras palavras, depois de aplicarmos a Regra 1,
temos que o conjunto P define uma partição dos conjuntos
restantes. Logo, qualquer set cover minimal tem tamanho no
mínimo |P |. Em particular, para um conjunto representativo
P de uma solução ótima, a Regra 1 é segura; o set cover
minimal computado deve ter tamanho |P |; e será o maior
possível (a solução ótima deve ter tamanho |P |). Portanto, o
maior SP obtido a partir de algum P é um set cover minimal
máximo de U .

3.1 Limite inferior algorítmico baseado em
ETH

Agora, vamos discutir possíveis cotas inferiores para Max-
Min SC baseado na Hipótese de Tempo Exponencial (Ex-
ponential Time Hypothesis) e no Lema de Esparcificação
(Sparsification Lemma). Para mais detalhes sobre o Sparsi-
fication Lemma, veja [Cygan et al., 2015]. A Exponential
Time Hypothesis é enunciada a seguir.
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Conjectura 2 (Exponential Time Hyphothesis (ETH) [Cygan
et al., 2015]). Seja λk o ínfimo do conjunto de constantes c
tais que k-SAT pode ser resolvido em tempo O∗(2cn

′
), onde

n′ é o número de variáveis. Vale que λ3 > 0. Em parti-
cular, não existe algoritmo para 3-SAT que roda em tempo
2o(n

′+m′) pelo Sparsification Lemma, onde m′ é o número
de cláusulas.

Teorema 3. A menos que ETH seja provada falsa, Maxi-
mum Minimal Set Cover não pode ser resolvido em tempo
O∗(2o(n)).

Demonstração. Dada uma fórmula CNF F com variáveis
x1, . . . , xn′ e cláusulas C1, . . . , Cm′ , construímos a seguinte
instância de Max-Min SC:

• para cada cláusula Cj de F , adicione um elementos uCj

em U ;
• para cada variável xi de F , adicione os elementos
u1
xi
, u2

xi
, u3

xi
, u4

xi
, u5

xi
em U .

• para cada variável xi de F , adicione em C os seguintes
conjuntos (gadget Gxi ):

– Txi
= {u1

xi
, u2

xi
, u3

xi
} ∪ {uCj

:
xi is a literal of Cj};

– Fxi
= {u1

xi
, u4

xi
, u5

xi
} ∪ {uCj

:
xi is a literal of Cj};

– Axi = {u2
xi
, u5

xi
};

– Bxi = {u3
xi
, u4

xi
};

Isso termina a construção. Note que n = |U| = 5n′ +
m′.

SeF possui uma atribuição verdadeira τ(F ), então pode-
mos obter um set cover minimal S de tamanho 3n′, tomando
para cada variável xi os seguintes conjuntos:

• Axi
;

• Bxi
;

• Txi
se xi é true em τ(F ); ou

• Fxi
se xi é false em τ(F );

Claramente, S é um set cover de U já que τ(F ) é uma
atribuição verdadeira. Além disso, é minimal já que ou
(u1

xi
, u2

xi
, u3

xi
) ou (u1

xi
, u4

xi
, u5

xi
) são elementos privados para

cada gadget Gxi
.

Reciprocamente, suponha que existe um set cover mini-
mal S de U com pelo menos 3n′ conjuntos. Por construção,
para cada gadget Gxi no máximo 3 conjuntos podem ser utili-
zados em um set cover minimal. Logo, S contêm exatamente
3 conjuntos por gadget Gxi

, e deve conter ou Txi
ou Fxi

, o
que define uma atribuição para xi (xi = true sse Txi

∈ S).
Como cada vCi

é coberto por S, F possui uma atribuição
que a satisfaz. Isto conclui a prova.

4 Sobre o vertex cover mínimo do
grafo de incidência

Dada uma instância (U , C) de (Max-Min) Set Cover, o
grafo de incidência de (U , C) é um grafo bipartido B obtido
criando um vértice vu para cada elemento u ∈ U , um vértice
vSj para cada Sj ∈ C, e adicionando arestas entrea vu e vSj

se u ∈ Sj .

Note que o vertex cover mínimo de B tem cardinalidade
no máximo min{m,n}.

A seguir, apresentamos um algoritmo em tempo O∗(2k)
para Max-Min SC, onde k é o número de vertex cover de B.
Lembre-se que um vertex cover mínimo em um grafo bipartido
pode ser encontrado em tempo polinomial, e k ≤ min{n,m}.
Logo, este resultado é uma melhoria do algoritmo de tempo
O∗(2n) apresentado no Theorem 2.

Teorema 4. Maximum Minimal Set Cover pode ser resol-
vido em tempo O∗(2k), onde k é o tamanho do vertex cover
mínimo do grafo de incidência da entrada.

Demonstração. SejaB o grafo de incidência de uma instância
(U , C). Seja R um vertex cover mínimo de B, e seja I =
V (B) \R.

Defina RU = R ∩ U , RC = R ∩ C, IU = I ∩ U e
IC = I ∩ C.

Primeiramente, analizamos exaustivamente todos os sub-
conjuntos S′ de RC . Intuitivamente, estamos procurando pela
interseção de um set cover ótimo S com RC e testando cada
S′ como um possível candidato.

• Para um S′ ⊆ RC dado, prosseguimos da seguinte
forma:

1. SeS′ não cobre IU , então ele não pode ser a interseção de
nenhum set cover com RC . Logo, podemos descartá-lo.

2. Se algum S′ não possui um elemento privado com res-
peito aos outros membros de S′, então S′ não pode ser
estendido para um set cover minimal. Logo, podemos
descartá-lo.
Agora, suponha que S′ cobre IU e cada membro de S′

possui um elemento privado com respeito aos outros
elementos de S′.

3. Seja S′
0 a família dos conjuntos em S′ que não possuem

um elemento privado em IU . Para cada P ′ ⊆ RU mini-
mal quanto a condição de que cada conjunto em S′

0 deve
possuir um elemento privado em P ′, prosseguimos da
seguinte forma.

4. Remova: RC ; IU ; cada elemento de RU que pertence a
algum conjunto de S′; e cada conjunto de IC que contêm
algum elemento de P ′.
Intuitivamente, estamos assumindo que S′ = S ∩RC e
P ′ um conjunto representativo dos elementos privados
de S′

0 (eles podem também ocorrer em conjuntos de IC).
Logo, queremos estender S′ para um set cover minimal
de U . Para isso, resta cobrir os elementos de RU que
não foram cobertos por S′ utilizando conjuntos em IC
que não intersectam P ′.

5. Neste ponto, após as remoções descritas anteriormente,
é suficiente executar o algoritmo para Max-Min SC
apresentado no Theorem 2. Se o algoritmo não encon-
trar nenhuma solução, podemos descartar o par (S′, P ′).
Caso contrário, seja S′′ o set cover retornado pelo algo-
ritmo.

6. Retorne S′ ∪ S′′ para o par (S′, P ′).

• Finalmente, tomamos como solução máxima o maior
entre todos os set covers retornados dentre os pares viáveis
(S′, P ′).
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Enumeramos todos os possíveis S′ em tempo O(2|RC|).
Para um S′ dado, verificar Passo 1 e Passo 2, bem como
computar S′

0 pode ser feito em tempo polinomial. Temos
também que os elementos de RU podem ser particionados de
foram eficiente em: R1

U – o conjunto dos elementos cobertos
por S′, e R2

U – os elementos que não foram cobertos por S′.
Além disso, para um S′ dado, podemos enumerar todos os
possíveis P ′ em tempo O∗(2|R

1
U |) (Passo 3). Dado (S′, P ′),

podemos realizar o Passo 4 em tempo polinomial.
Finalmente, aplicamos o algoritmo apresentado no Te-

orema 2 para encontrar um set cover minimal máximo dos
elementos restantes (R2

U ) utilizando os conjuntos restantes, o
que realizado em tempo O∗(2|R

2
U |). Portanto, o tempo de exe-

cução total do algoritmo éO∗(2|RC| ·2|R1
U | ·2|R2

U |) = O∗(2k),
onde k é o tamanho do vertex cover mínimo de B.

Note que P ′ e a remoção dos conjuntos que o intersec-
tam garantem que S′′ é compatível para estender S′ para um
set cover minimal de U (i.e., S′ ∪ S′′); ademais, todos os
pares (S′, P ′) relevantes estão enumerados, implicando que
na corretude.

4.1 Limite inferior algorítmico baseado em
SETH

A seguir, apresentamos uma cota inferior para Max-Min SC
parametrizada por k, baseada na Hipótese de Tempo Exponen-
cial Forte (Strong Exponential Time Hypothesis), enunciada
a seguir.

Conjectura 3 (Strong Exponential Time Hyphothesis
(SETH) [Cygan et al., 2015]). Seja λk o ínfimo do con-
junto das constantes c tais que k-SAT pode ser resolvido
em tempo O∗(2cn

′
), onde n′ é o número de variáveis. Vale

que limk→∞ λk = 1. Em particular, não existe um algoritmo
para SAT que roda em tempo O∗((2 − ϵ)n

′
) para nenhum

ϵ > 0.

Corolário 1. A menos que SETH seja provada falsa, para
qualquer ϵ > 0 vale os seguintes resultados:

• Max-Min SC não pode ser resolvido em tempo O∗((2−
ϵ)

k
4 ), onde k é o tamanho do vertex cover mínimo do

grafo de incidência.
• Max-Min SC não pode ser resolvido em tempo O∗((2−
ϵ)

m
4 ).

Demonstração. Segue diretamente da redução apresentada
no Teorema 3, e do fato de que a instância resultante possui
exatamente 4n′ conjuntos.

5 Conclusão
Neste trabalho, investigamos o problema Maximum Mini-
mal Set Cover sob a perspectiva de algoritmos exponen-
ciais exatos e complexidade parametrizada. Embora Maxi-
mum Minimal Set Cover e Maximum Minimal Hit-
ting Set possam ser considerados equivalentes sob dife-
rentes transformações clássicas, mostramos que diferenças
fundamentais emergem quando o tamanho do universo é to-
mado como parâmetro de análise. Em particular, enquanto
Maximum Minimal Hitting Set admite trivialmente um

algoritmo em tempo O∗(2n), não é imediato obter a mesma
complexidade para Maximum Minimal Set Cover, uma
vez que abordagens exaustivas naturais dependem exponenci-
almente do número de conjuntos.

Nossos resultados mostram que Maximum Minimal
Set Cover pode ser resolvido em tempo O∗(2n), estabele-
cendo que a dependência exponencial no tamanho do universo
é suficiente para o problema. Além disso, provamos que, as-
sumindo a Hipótese de Tempo Exponencial (ETH), não existe
algoritmo em tempo O∗(2o(n)), indicando que o resultado ob-
tido é essencialmente ótimo sob hipóteses amplamente aceitas
em Complexidade Computacional. Também apresentamos
um algoritmo parametrizado em tempo O∗(2k), onde k é o
tamanho de um vertex cover mínimo do grafo de incidência
da instância. Como k ≤ min{n,m}, este resultado refina
a análise baseada apenas no tamanho do universo. Comple-
mentarmente, apresentamos um limite inferior mais apertado
assumindo a Hipótese de Tempo Exponencial Forte (SETH),
mostrando que não existe algoritmo em tempoO∗((2−ϵ)k/4),
para qualquer ϵ > 0.

Os resultados apresentados contribuem para uma melhor
compreensão das diferenças estruturais entre variantes de
problemas de cobertura sob diferentes parametrizações, além
de motivarem novas investigações sobre algoritmos exatos
exponenciais e limites inferiores condicionais para problemas
max-min em otimização combinatória.
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